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A T 043769-ES OTKA PA´LYA´ZAT
ZA´RO´JELENTE´SE
A KUTATA´S EREDME´NYEI
A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val 23 dolgozatot ı´rtam, amelyek megjelentek vagy
megjelene´s alatt a´llnak nemzetko¨zi szakfolyo´iratokban, tova´bba´ 6 elo˝ada´st
tartottam ku¨lfo¨ldi egyetemeken illetve konferencia´kon.
Egy integra´lhato´ θ fu¨ggve´ny seg´ıtse´ge´vel egy a´ltala´nos o¨sszegze´si elja´ra´st
dolgoztam ki ortogona´lis sorokra. Bizonyos felte´telek esete´n ez a θ o¨sszegze´s
o¨ro¨kli a Feje´r o¨sszegze´s kedvezo˝ tulajdonsa´gait. To¨bbek ko¨zo¨tt igazoltam,
hogy a θ ko¨zepek maxima´lopera´tora korla´tos a Hp Hardy te´rbo˝l az Lp te´rbe
(1/2 < p ≤ ∞) e´s gyenge´n (1,1) t´ıpusu´. A p = 1/2 ve´gpontban egy gyenge
egyenlo˝tlense´get bizony´ıtottam. Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy egy f ∈ L1 fu¨ggve´ny
θ ko¨zepei m.m. tartanak f -hez. A trigonometrikus Fourier, Walsh-Fourier,
Walsh-Kaczmarz-Fourier, Vilenkin-Fourier e´s Ciesielski-Fourier sorokat e´s a
Fourier transzforma´ltakat vizsga´ltam. A θ o¨sszegze´s specia´lis eseteke´nt fog-
lalkoztam a Weierstrass, Picar, Bessel, Riesz, de La Valle´e-Poussin, Rogo-
sinski e´s Riemann o¨sszegze´sekkel. Ugyanezen eredme´nyeket bela´ttam to¨bb-
dimenzio´s Fourier sorokra e´s Hardy terekre is. Ezt a proble´mako¨rt meg-
vizsga´ltam a Marcinkiewicz-θ o¨sszegze´sekre is. A Marcinkiewicz o¨sszegze´s a
to¨bbva´ltozo´s ortogona´lis sorok re´szleto¨sszegeinek az a´tlo´s o¨sszegze´se´t jelenti.
Hans G. Feichtinger be´csi matematikussal ko¨zo¨sen is dolgoztunk az egy-
e´s to¨bbva´ltozo´s Fourier sorok e´s transzforma´ltak θ-szumma´cio´ja´n, de ma´s
megko¨zel´ıte´sben. Olyan, a szumma´cio´elme´letben eddig me´g nem vizsga´lt te-
rekkel foglalkoztunk, amelyek a Ga´bor anal´ızisben nagy szerepet ja´tszanak,
pl. a Wiener amalga´m terek, Feichtinger algebra, modula´cio´s terek, Herz,
Besov e´s Sobolev terek, illetve ezek su´lyozott va´ltozatai. Igazoltuk, hogy a
θ-szumma´cio´ pontosan akkor konverga´l L1 norma´ban (minden integra´lhato´
fu¨ggve´nyre), egyenletesen vagy minden pontban (minden folytonos fu¨gg-
ve´nyre), ha θ Fourier transzforma´ltja integra´lhato´. Ebben az esetben min-
den homoge´n Banach te´rben is van konvergencia. Ha θ pl. a Feichtinger
algebra´ban van, akkor a felte´telek teljesu¨lnek. To¨bb, u´j ele´gse´ges felte´telt is
tala´ltunk, hogy egy fu¨ggve´ny benne legyen a Feichtinger algebra´ban. To¨bb
mint 20 pe´lda´t adtunk a θ szumma´cio´ra. A pontonke´nti konvergencia´ra
is sikeru¨lt szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt adnunk Wiener amalga´m te´rbeli
fu¨ggve´nyekre. Ezek a terek specia´lis esetben megadja´k az Lp tereket, de bi-
zonyosak ko¨zu¨lu¨k jo´val ta´gabbak me´g az L1 te´rne´l is. A legnagyobb ko¨zu¨lu¨k
a W (L1, `∞) te´r, amely azon fu¨ggve´nyeket tartalmazza, amelyek egyse´gnyi
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hosszu´ intervallumokon vett integra´ljainak szupre´muma ve´ges. Teha´t, a θ
ko¨zepek minden Wiener amalga´m te´rbeli (vagy integra´lhato´) fu¨ggve´ny min-
den Lebesgue pontja´ban konverga´lnak akkor e´s csak akkor, ha θ egy bizonyos
Herz te´rben van. Ez a Feje´r ko¨zepekre vonatkozo´ jo´l ismert Lebesgue te´tel
nagy me´retuˆ a´ltala´nos´ıta´sa. Ismeretes, hogy majdnem minden pont Lebesgue
pont.
Ezek uta´n megvizsga´ltuk a Herz te´rbeli fu¨ggve´nyek θ-szumma´cio´ja´t. Az
elo˝zo˝ekhez hasonlo´an a pontonke´nti konvergencia´ra szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges
felte´telt adtunk. A θ ko¨zepek minden (su´lyozott) Herz te´rbeli fu¨ggve´ny min-
den Lebesgue pontja´ban konverga´lnak akkor e´s csak akkor, ha θ egy bizonyos
Herz te´rnek eleme.
Egy ma´sik cikkben a Fourier transzforma´ltakra vonatkozo´ Hausdorff ope-
ra´tor korla´tossa´ga´t igazoltam a Hp Hardy tereken egy- e´s to¨bbva´ltozo´s eset-
ben is.
Ismeretes, hogy Walsh-Fourier sorokra a Cesa`ro (vagy C, α) e´s Riesz ko¨ze-
pek maxima´lopera´tora korla´tos a Hp Hardy te´rbo˝l az Lp te´rbe, ha p >
1/(α + 1). Simon Pe´terrel ko¨zo¨sen igazoltuk, hogy p ≤ 1/(α + 1) esete´n
az a´ll´ıta´s nem igaz ma´r, de p = 1/(α + 1) esete´n egy gyenge egyenlo˝tlense´g
me´g teljesu¨l.
A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val intenz´ıven foglalkoztam ma´s ortogona´lis rend-
szerekkel is, pl. a Ciesielski rendszerekkel. Ciesielski, az egyik legnagyobb
lengyel matematikus, a 60-as e´vekben vezette be az azo´ta ro´la elnevezett bior-
togona´lis rendszereket. A Ciesielski rendszerek a Walsh rendszer a´ltala´nos´ı-
ta´sai e´s ugyanolyan u´ton, teha´t ugyanazon ma´trixok seg´ıtse´ge´vel nyerheto˝k
az (m, k)-ad rendu˝ spline rendszerekbo˝l, ahogyan a Walsh rendszer a Haar
rendszerbo˝l. Ha m = −1 e´s k = 0 akkor a megfelelo˝ spline rendszer megegye-
zik a Haar rendszerrel, ı´gy a Ciesielski rendszer a Walsh rendszert adja. Ha
pedig m = k = 0, akkor a spline rendszer a jo´l ismert Franklin rendszerbe
megy a´t. A spline rendszerek kiva´lo´ ba´zis tulajdonsa´gokkal rendelkeznek:
ekvivalens e´s felte´tlen ba´zisok az Lp e´s Hardy terekben. A Ciesielski rend-
szer mego˝rzi a Walsh rendszer ne´ha´ny kedvezo˝ tulajdonsa´ga´t, ugyanakkor
bizonyos szempontbo´l elo˝nyo¨sebb is, hiszen folytonos, so˝t, adott esetben dif-
ferencia´lhato´ fu¨ggve´nyekbo˜l a´ll. Ciesielski mellett olyan h´ıres matematikusok
foglalkoztak ezekkel a rendszerekkel, mint Carleson, Woytaszczik, Maurey,
Bockariev, Sjo¨lin, Stro¨mberg, Gevorkyan, Schipp.
To¨bb, a trigonometrikus vagy Walsh rendszerre ismert klasszikus te´tel
me´g ismeretlen volt Ciesielski-Fourier sorokra. Ezekbo˝l bizony´ıtottam ne´ha´-
nyat.
Bela´ttam az ero˝s o¨sszegze´si te´telt Ciesielski-Fourier sorokra is, azaz iga-
zoltuk, hogy minden integra´lhato´ fu¨ggve´ny ero˝sen is o¨sszegezheto˝. E te´tel
bizony´ıta´sa nagysa´grendileg nehezebb, mint a trigonometrikus vagy Walsh
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esetben. Ciesielski to¨bbszo¨r is felvetette ezt a proble´ma´t a szakirodalomban.
Igazoltam tova´bba´, hogy az ero˝s maxima´lopera´tor gyenge´n (1, 1) t´ıpusu´, de
ma´r nem korla´tos H1-bo˝l L1-be.
Igazoltam az ero˝s szumma´cio´s te´telt to¨bbva´ltozo´s Ciesielski-Fourier so-
rokra is. A Paley egyenlo˝tlense´get a´ltala´nos´ıtottam egy- e´s to¨bbva´ltozo´s
Ciesielski-Fourier egyu¨tthato´kra e´s Hardy terekre. Ismeretes, hogy Lp–beli
(p >1) fu¨ggve´ny esete´n a Fourier sor re´szleto¨sszege majdnem mindenu¨tt kon-
verga´l a fu¨ggve´nyhez (Carleson te´tel), mind a trigonometrikus, Walsh e´s Cie-
sielski rendszer esete´n. E te´tel nem igaz ma´r az L1 te´rre, so˝t a H1 Hardy te´rre
sem. Ciesielski-Fourier sorokra igazoltam, ha u´n. he´zagos re´szleto¨sszegeket
veszu¨nk, akkor ma´r igaz marad a konvergencia H1 fu¨ggve´nyekre is.
Ciesielski egy ke´rde´se´re va´laszolva igazoltam a Littlewood-Paley egyen-
lo˝tlense´get e´s a Marcinkiewicz multiplier te´telt egy- e´s to¨bbva´ltozo´s Ciesielski-
Fourier sorokra is, valamint a multiplier te´telt kiterjesztettem Hardy te-
rekre is. A to¨bbva´ltozo´s Ciesielski rendszerekre vonatkozo´ Sunouchi opera´tor
korla´tossa´ga´t is megvizsga´ltam az Lp e´s Hardy terekben e´s ennek seg´ıtse´ge´vel
eddig me´g nem ismert ero˝s o¨sszegze´si eredme´nyeket e´rtem el.
Ezenk´ıvu¨l Ciesielski 70. szu¨lete´snapja´ra rendezett konferencia´ra megh´ı-
vottke´nt ı´rtam egy o¨sszefoglalo´ cikket a Ciesielski-Fourier sorokro´l.
Tova´bba´ intenz´ıven foglalkoztam vektor-e´rte´ku˝ Hardy terekkel e´s vektor-
e´rte´ku˝ Vilenkin-Fourier sorokkal. A Hardy e´s BMO terek ko¨zo¨tti dualita´st
kiterjesztettem Banach te´r e´rte´ku˝ martinga´lokra. Megadtam a vektor-e´rte´ku˝
martinga´l Hardy terek atomos felbonta´sa´t. Marcinkiewicz egy klasszikus
egyenlo˝tlense´ge´t kiterjesztettem UMD te´r e´rte´ku˝ Vilenkin-Fourier sorokra.
Bebizony´ıtottam, hogy egy f ∈ Lp(X) (1 < p < ∞) fu¨ggve´ny Vilenkin-
Fourier sora konverga´l f -hez Lp(X) norma´ban akkor e´s csak akkor, ha X
egy UMD te´r. Igazoltam a jo´l ismert Carleson te´tel kiterjeszte´se´t, azaz ha
X egy UMD Banach te´r e´s f ∈ Lp(X) valamely 1 < p < ∞-re, akkor f
Vilenkin-Fourier sora konverga´l f -hez majdnem mindenu¨tt X norma´ban. E
te´tel terme´szetesen nem igaz L1(X) vagyH1(X)-beli fu¨ggve´nyekre. Azonban,
hasonlo´an a fentiekhez, egy f ∈ H1(X) UMD te´r e´rte´ku˝ fu¨ggve´ny Vilenkin-
Fourier sora´nak he´zagos re´szleto¨sszegei majdnem mindenu¨tt konverga´lnak
f -hez X norma´ban.
Ve´gezetu¨l egy u´j tudoma´nyteru¨leten is elkezdtem dolgozni, a magyar
Ga´bor De´nesro˝l elnevezett Ga´bor anal´ızis (vagy ido˝-frekvencia anal´ızis) te´-
mako¨rben. Bekapcsolo´dtam az e te´ma´ban folyo´ nemzetko¨zi kutata´sokba e´s a
te´ma egyik legkiva´lo´bb szake´rto˝je´vel, Prof. Hans G. Feichtingerrel dolgoztam
egyu¨tt.
A Ga´bor anal´ızis fiatal tudoma´nya´g e´s sok gyakorlati alkalmaza´sa van, de
Magyarorsza´gon me´g keve´sse´ mu˝velt. To¨bb cikket ı´rtam illetve konferencia´n
elo˝ is adtam a Ga´bor anal´ızisben ele´rt eredme´nyeimbo˝l. Sikeru¨lt o¨sszefu¨gge´st
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tala´lnom a szumma´cio´elme´letet e´s a Ga´bor anal´ızis elme´lete ko¨zo¨tt e´s Ga´bor
sorokra illetve Ga´bor transzforma´ltra illetve ezek o¨sszegze´seire bizony´ıtottam
konvergencia te´teleket.
2007. februa´r 18.
Dr. Weisz Ferenc
egyetemi tana´r
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